Министерство сельского хозяйства Российской Федерации

Государственный университет по землеустройству

Кафедра высшей математики

Высшая математика

Интегралы от функций одной переменной,

функции нескольких переменных,

ряды

Контрольные задания для самостоятельной работы

студентов I курса специальностей:

31.09.00 – «Землеустройство»

31.10.00 – «Земельный кадастр»

31.11.00 – «Городской кадастр»

25.00.34 – «Аэрокосмические исследования Земли,

фотограмметрия»

25.00.32 – «Геодезия»

УДК 51

Подготовлено и рекомендовано к печати кафедрой высшей математики Государственного университета по землеустройству (протокол №        от      .       . 2002 г).

Рецензент: Заведующий кафедрой высшей математики МЭИ доктор физико-математических наук профессор Петрушко И.М.

Авторы: 
к.ф.-м.н. доц. Червяков А.В., к.ф.-м.н. Зубков П.В., к.ф.-м.н. 

Репин А.Ю.

[image: image1.wmf])

(

x

F

[image: image1255.wmf] 

1/4 S

a

b

y

x

0



Общие указания

Предлагаемая работа содержит контрольные задания по программе курса высшей математики второго семестра для студентов всех специальностей, каждое задание содержит образец решения.

Выполнение студентами контрольных заданий является одним из этапов изучения учебной дисциплины и подготовки к экзамену. Каждое контрольное задание выполняется на отдельном листе формата А4. Все задания брошюруются и предъявляются преподавателю для защиты.

К экзамену допускаются лишь те студенты, у которых зачтены все контрольные задания, запланированные в данном семестре.

Каждый студент выполняет контрольные задания в соответствии со своим вариантом.
Глава I. Интегралы от функций одной переменной

§ 1. Основные определения и результаты

1. Функция 
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2. Если 
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 – дифференцируемы функции, то справедлива следующая формула интегрирования по частям:
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3. Интегрирование произвольной рациональной дроби
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с действительными коэффициентами в общем случае производится следующим образом.

Если 
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 неправильная, то следует предварительно выделить в этой дроби целую часть, т.е. представить её в виде
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 производится делением числителя на знаменатель «уголком». 

Таким образом, операция выделения целой части сводит интегрирование произвольной рациональной дроби к интегрированию многочлена и правильной рациональной дроби.

Для того чтобы проинтегрировать правильную рациональную дробь 
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Тогда разложение дроби 
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Коэффициенты 
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 в этом разложении определяются путём приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях 
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 и многочлена, который получается в числителе правой части после приведения её к общему знаменателю (метод неопределённых коэффициентов).

Указанная формула показывает, что интегрирование произвольной рациональной дроби сводится к интегрированию простейших дробей.
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5. Если функция 
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6. Если фигура ограничена кривой, имеющей параметрические уравнения 
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где пределы интегрирования находятся из уравнений 
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7. Площадь фигуры, ограниченной графиком непрерывной функции 
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 – полярные координаты, или площадь криволинейного сектора, ограниченного дугой графика функции 
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8. Если гладкая кривая задана уравнением 
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9. Несобственные интегралы на бесконечном промежутке.

Если функция 
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Если существует конечный предел в правой части этой формулы, то несобственный интеграл называется сходящимся, если этот предел не существует, то – расходящимся. 

Геометрически несобственный интеграл в случае 
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Признаки сходимости и расходимости.
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4) Если сходится 
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§2. Типовые задачи
Задача №1. Найти неопределённые интегралы.
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Образец решения задачи №1

Найти 
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Задача №2. Вычислить определённые интегралы.
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Образец решения задачи №2

Вычислить 
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Задача №3. Найти неопределённые интегралы.
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Образец решения задачи №3

Найти неопределённый интеграл 
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. Под знаком интеграла неправильная дробь, выделим её целую часть путём деления числителя на знаменатель. Получаем
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Разложим правильную рациональную дробь на простейшие дроби:
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Отсюда следует, что
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Находим: 
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Интегрируем полученное равенство:
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Задача №4. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями, заданными уравнениями.
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Образец решения задачи №4
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Задача №5. Вычислить площади фигур, ограниченные линиями, заданными уравнениями в полярных координатах.

	1
	
[image: image248.wmf])

2

(

  

2

   

,

3

cos

4

³

=

×

=

r

r

r

j


	16
	
[image: image249.wmf]j

j

sin

2

3

   

,

sin

2

5

×

=

×

=

r

r



	2
	
[image: image250.wmf])

2

/

0

(

sin

   

,

cos

3

p

j

j

j

£

£

=

×

=

r

r


	17
	
[image: image251.wmf]j

4

cos

4

×

=

r



	3
	
[image: image252.wmf])

2

/

0

(

sin

3

2

   

,

cos

2

p

j

j

j

£

£

×

=

×

=

r

r


	18
	
[image: image253.wmf]j

j

cos

3

   

,

cos

2

×

=

×

=

r

r



	4
	
[image: image254.wmf])

3

(

  

3

   

,

3

sin

6

³

=

×

=

r

r

r

j


	19
	
[image: image255.wmf]j

4

sin

2

×

=

r



	5
	
[image: image256.wmf])

3

(

  

3

   

,

3

cos

6

³

=

×

=

r

r

r

j


	20
	
[image: image257.wmf]j

j

sin

cos

-

=

r



	6
	
[image: image258.wmf])

2

/

0

(

sin

   

,

cos

p

j

j

j

£

£

=

=

r

r


	21
	
[image: image259.wmf])

2

/

4

/

(

)

4

/

cos(

2

   

,

cos

p

j

p

p

j

j

£

£

-

-

×

=

=

r

r



	7
	
[image: image260.wmf]j

j

cos

2

   

,

cos

×

=

=

r

r


	22
	
[image: image261.wmf]j

cos

2

1

×

+

=

r



	8
	
[image: image262.wmf]j

j

cos

2

5

   

,

cos

2

3

×

=

×

=

r

r


	23
	
[image: image263.wmf]j

sin

2

1

×

+

=

r



	9
	
[image: image264.wmf]j

6

sin

=

r


	24
	
[image: image265.wmf]j

6

cos

2

×

=

r



	10
	
[image: image266.wmf]j

j

sin

cos

+

=

r


	25
	
[image: image267.wmf]j

j

sin

5

   

,

sin

3

×

=

×

=

r

r



	11
	
[image: image268.wmf]j

2

cos

=

r


	26
	
[image: image269.wmf])

4

/

3

0

(

)

4

/

cos(

2

   

,

sin

p

j

p

j

j

£

£

-

×

=

=

r

r



	12
	
[image: image270.wmf])

2

(

  

2

   

,

3

sin

4

³

=

×

=

r

r

r

j


	27
	
[image: image271.wmf]j

sin

2

/

1

+

=

r



	13
	
[image: image272.wmf]j

3

sin

=

r


	28
	
[image: image273.wmf])

4

/

3

4

/

(

)

4

/

sin(

2

   

),

4

/

cos(

2

p

j

p

p

j

p

j

£

£

-

×

=

-

×

=

r

r



	14
	
[image: image274.wmf]j

3

cos

=

r


	29
	
[image: image275.wmf]j

cos

2

/

1

+

=

r



	15
	
[image: image276.wmf]j

j

sin

2

     

,

sin

×

=

=

r

r


	30
	
[image: image277.wmf]j

j

sin

4

   

,

sin

2

×

=

×

=

r

r




Образец решения задачи №5

Найти площадь фигуры, ограниченной дугами окружностей

 EMBED Equation.3  
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Задача №6. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в прямоугольной системе координат.
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Образец решения задачи №6

Найти длину дуги кривой, заданной уравнением 
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Задача №7. Исследовать сходимость несобственного интеграла.
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Образец решения задачи №7
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В то же время интеграл 
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Глава II. Функции нескольких переменных

§ 1. Основные определения и результаты, связанные с функциями нескольких переменных
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8. Формула Тейлора для функций двух переменных.
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9. Локальный экстремум функции двух переменных.

Необходимое условие локального экстремума:
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Достаточные условия локального экстремума.
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10. Условный экстремум функции двух переменных.
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Введём определитель третьего порядка
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§ 2. Типовые задачи

Задача №8. Найти приближённые значения выражения.
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Образец решения задачи № 8

Пусть требуется найти приближенное значение арифметического выражения 
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Окончательно имеем следующий результат
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Образец решения задачи №9
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Задача №10. В дифференциальном выражении перейти к новым переменным 
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Образец решения задачи №10
Рассмотрим дифференциальное уравнение, содержащее частные производные 
[image: image622.wmf]x

z

 и 
[image: image623.wmf]y

z



[image: image624.wmf]xy

z

y

x

z

y

x

y

x

2

)

21

3

(

)

7

(

=

×

+

+

×

+

.

Прежде всего, перейдём к новым переменным 
[image: image625.wmf]v

u

,

, которые связаны с переменными 
[image: image626.wmf]x

 и 
[image: image627.wmf]y

 формулами


[image: image628.wmf]v

u

y

v

u

x

+

=

-

=

3

, и обратно 
[image: image629.wmf])

3

(

4

/

1

)

(

4

/

1

x

y

v

y

x

u

-

×

=

+

×

=



[image: image630.wmf]4

/

3

4

/

1

×

-

×

=

×

+

×

=

v

u

x

v

x

u

x

z

z

v

z

u

z

z



[image: image631.wmf]4

/

1

4

/

1

×

+

×

=

×

+

×

=

v

u

y

v

y

u

y

z

z

v

z

u

z

z

.

После указанной подстановки получим дифференциальное уравнение, записанное в переменных 
[image: image632.wmf]u

 и 
[image: image633.wmf]v

.


[image: image634.wmf])

3

(

)

(

2

)

6

22

(

v

u

v

u

z

v

u

u

+

×

-

×

=

×

+



[image: image635.wmf]v

u

v

v

u

v

u

v

uv

u

z

u

3

11

121

37

121

28

11

3

3

11

2

3

2

2

2

+

×

-

×

-

×

=

+

-

-

=

.

Интегрируем последнее уравнение по 
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Задача №11. Представить разложение функции 
[image: image642.wmf]z

 в точке 
[image: image643.wmf])

,

(

0

0

y

x

M

 по формуле Тейлора до третьего порядка включительно с остаточным членом в форме Пеано.

	1
	
[image: image644.wmf])

1

3

2

(

sin

2

-

+

=

y

x

z



[image: image645.wmf])

3

,

5

(

M


	16
	
[image: image646.wmf])

8

2

3

cos(

)

1

5

2

cos(

+

-

×

×

-

+

=

y

x

y

x

z



[image: image647.wmf])

1

,

2

(

-

M



	2
	
[image: image648.wmf])

1

2

5

(

-

-

=

y

x

arctg

z



[image: image649.wmf])

2

,

1

(

M


	17
	
[image: image650.wmf])

9

2

7

cos(

)

2

3

5

sin(

-

-

×

×

-

+

=

y

x

y

x

z



[image: image651.wmf])

1

,

1

(

-

M



	3
	
[image: image652.wmf])

2

1

ln(

y

x

z

-

+

=



[image: image653.wmf])

0

,

0

(

M


	18
	
[image: image654.wmf])

7

5

2

(

sin

2

-

+

=

y

x

z



[image: image655.wmf])

1

,

1

(

M



	4
	
[image: image656.wmf])

6

3

5

(

cos

2

+

+

=

y

x

z



[image: image657.wmf])

3

,

3

(

-

M


	19
	
[image: image658.wmf])

5

2

13

ln(

y

x

z

+

+

=



[image: image659.wmf])

3

,

2

(

M



	5
	
[image: image660.wmf])

2

12

exp(

)

2

(

y

x

y

x

z

-

-

×

+

=



[image: image661.wmf])

0

,

0

(

M


	20
	
[image: image662.wmf])

3

2

15

exp(

y

x

z

+

-

=



[image: image663.wmf])

2

,

1

(

-

M



	6
	
[image: image664.wmf])

2

5

exp(

)

2

(

y

x

y

x

z

+

-

×

-

=



[image: image665.wmf])

0

,

0

(

M


	21
	
[image: image666.wmf])

2

3

2

ln(

y

x

z

-

+

=



[image: image667.wmf])

0

,

1

(

M



	7
	
[image: image668.wmf])

3

arcsin(

y

x

z

+

=



[image: image669.wmf])

0

,

0

(

M


	22
	
[image: image670.wmf])

4

3

sin(

)

5

2

3

sin(

-

+

×

×

-

+

=

y

x

y

x

z



[image: image671.wmf])

1

,

1

(

M



	8
	
[image: image672.wmf])

3

1

ln(

y

x

z

+

+

=



[image: image673.wmf])

5

,

2

(

M


	23
	
[image: image674.wmf])

7

4

3

(

cos

2

-

+

=

y

x

z



[image: image675.wmf])

1

,

1

(

M



	9
	
[image: image676.wmf])

3

36

12

ln(

y

x

z

-

+

=



[image: image677.wmf])

0

,

0

(

M


	24
	
[image: image678.wmf])

5

3

7

ln(

y

x

z

-

+

=



[image: image679.wmf])

1

,

2

(

M



	10
	
[image: image680.wmf])

5

2

sin(

)

3

cos(

y

x

y

x

z

-

×

+

=



[image: image681.wmf])

0

,

0

(

M


	25
	
[image: image682.wmf])

7

5

13

exp(

y

x

z

-

-

=



[image: image683.wmf])

2

,

3

(

M



	11
	
[image: image684.wmf])

5

2

9

sin(

)

3

2

3

sin(

y

x

y

x

z

+

-

-

×

×

-

+

=



[image: image685.wmf])

3

,

3

(

M


	26
	
[image: image686.wmf])

8

3

5

(

-

+

=

y

x

arctg

z



[image: image687.wmf])

1

,

1

(

M



	12
	
[image: image688.wmf])

5

2

13

arcsin(

y

x

z

-

+

=



[image: image689.wmf])

3

,

1

(

M


	27
	
[image: image690.wmf])

3

5

(

)

3

5

12

exp(

y

x

y

x

z

+

×

×

-

-

=



[image: image691.wmf])

1

,

1

(

M



	13
	
[image: image692.wmf])

3

2

15

ln(

y

x

z

+

-

=



[image: image693.wmf])

3

,

1

(

M


	28
	
[image: image694.wmf])

2

3

arcsin(

y

x

z

-

-

=



[image: image695.wmf])

1

,

1

(

M



	14
	
[image: image696.wmf])

5

2

7

(

y

x

arctg

z

+

-

=



[image: image697.wmf])

1

,

1

(

-

M


	29
	
[image: image698.wmf])

13

12

(

sin

2

-

+

=

y

x

z



[image: image699.wmf])

1

,

1

(

M



	15
	
[image: image700.wmf])

3

12

exp(

)

3

(

y

x

y

x

z

-

-

×

+

=



[image: image701.wmf])

0

,

0

(

M


	30
	
[image: image702.wmf])

1

2

3

cos(

)

3

5

cos(

+

-

×

×

-

-

=

y

x

y

x

z



[image: image703.wmf])

2

,

1

(

M




Образец решения задачи №11

Решим поставленную задачу для функции 
[image: image704.wmf])

9

2

cos(

)

3

2

3

sin(

-

-

×

-

+

=

y

x

y

x

z

 в точке 
[image: image705.wmf])

3

,

3

(

-

M

. Пусть 
[image: image706.wmf]x

x

D

=

-

3

, 
[image: image707.wmf]y

y

D

=

+

3

, тогда 
[image: image708.wmf]x

x

D

+

=

3

, 
[image: image709.wmf]y

y

D

+

-

=

3

. По известной в тригонометрии формуле получаем


[image: image710.wmf])).

3

sin(

)

5

(sin(

2

/

1

))

6

3

sin(

)

12

5

(sin(

2

/

1

y

x

y

x

y

x

y

x

z

D

+

D

+

D

+

D

×

=

=

+

+

+

-

+

×

=


используем известные представления функции 
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После этого определяем функцию 
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Задача №12. Найти экстремальные значения функции 
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Образец решения задачи №12

Исследуем на экстремум функцию 
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Изучим экстремальные значения функции на границе области 
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Следовательно при 
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Из всех найденных минимальных значений (они подчёркнуты в тексте) выбираем наименьшее
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Чтобы наибольшее значение функции рассчитаем значение функции в угловых точках прямоугольника 
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Выбираем наибольшее из этих чисел
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Таким образом, наименьшее значение функции на множестве 
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Задача №13. Найти условный экстремум функции 
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Образец решения задачи №13

Найдём экстремальные значения линейной функции 
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. При выполнении уравнения связи
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Согласно общей теории (см. п. 10 этой главы) составим функцию Лагранжа:
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Составим и решим систему уравнений:
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Первые два уравнения этой системы решим относительно 
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Отсюда следует, что 
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 в третье уравнение системы получим уравнение относительно 
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Отсюда 
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Для выяснения характера экстремума в этих точках вычисляем определитель 
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Рассчитаем экстремальные значения:
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Глава III. Ряды.

§1. Основные определения и результаты
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Степенной ряд можно почленно интегрировать на каждом отрезке, расположенном внутри интервала сходимости; при этом при 
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[image: image974.wmf]0

0

=

x

, то получим разложение функции по степеням 
[image: image975.wmf]x

 в так называемый ряд Маклорена:


[image: image976.wmf]å

¥

=

×

=

0

)

(

)

(

!

)

0

(

)

(

n

n

n

x

n

f

x

f

.

Приведём разложения в ряд Маклорена некоторых элементарных функций:
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§2. Типовые задачи
Задача №14. Исследовать на сходимость ряд.
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Образец решения задачи №14

Исследовать сходимость ряда 
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 (интегральный признак Коши), то исходный ряд также расходится.

Задача №15. Исследовать на сходимость ряд.
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Образец решения задачи №15

Исследовать на сходимость ряд 
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Таким образом, ряд сходится по признаку Даламбера.

Задача №16. Исследовать на сходимость ряд.
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Образец решения задачи №16

Исследовать на сходимость ряд 
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Имеем 
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Следовательно, данный ряд сходится по признаку Коши.
Задача №17. Исследовать на сходимость ряд.
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Образец решения задачи №17

Исследовать на сходимость ряд 
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Так как 
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Следовательно, ряд 
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Задача №18. Найти область сходимости ряда.
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Образец решения задачи №18

Найти область сходимости ряда 
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Задача №19. Найти сумму ряда.
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Образец решения задачи №19

а) Найти сумму степенного ряда 
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б) Найти сумму степенного ряда 
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(сумма геометрической прогрессии) находим окончательно:
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Задача №20. Вычислить интеграл с точностью до 0,001.
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Образец решения задачи №20

Вычислить интеграл 
[image: image1239.wmf]ò

×

-

4

/

1

0

2

dx

e

x

 с точностью до 0,001.
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Затем проинтегрируем обе части равенства на отрезке 
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Получили ряд лейбницевского типа. Так как 
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