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Общие указания

Предлагаемая работа содержит контрольные задания по программе второго курса высшей математики для студентов всех специальностей. Каждое задание содержит образец решения.

Выполнение студентами контрольных заданий является одним из этапов изучения учебной дисциплины и подготовки к экзамену. Каждое контрольное задание выполняется на отдельном листе формата А4. Все задания брошюруются и предъявляются преподавателю для защиты.

К экзамену допускаются лишь те студенты, у которых зачтены все контрольные задания, запланированные в данном семестре.

Каждый студент выполняет контрольные задания в соответствии со своим вариантом.

Глава I.
Интегрирование функций многих переменных

При вычислении 
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-кратных интегралов используют повторное вычисление обычных однократных интегралов по каждой из 
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 переменных. Поясним эту идею на примере двойных интегралов. Пусть область 
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. Такая область называется простой. Любая область 
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 может быть представлена как объединение простых областей 
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Если 
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 – непрерывная в области 
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 функция двух переменных, тогда двойной интеграл от этой функции по области 
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 вычисляется повторным интегрированием следующим образом:
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Иногда вычисление кратных интегралов удаётся упростить, если ввести новые переменные. Поясним сказанное на примере трёх переменных
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 – новые координаты точки 
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. Взаимную однозначность этого преобразования обеспечивает условие
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Этот определитель называется якобианом преобразования 
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. Формула замены переменных для тройного интеграла имеет вид:
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В задаче 2 рассмотрено применение полярных координат для вычисления двойного интеграла. Пусть 
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 – граница области 
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. Рассмотрим упорядоченную пару функций 
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 (векторное поле). Если 
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 имеют непрерывные частные производные в области 
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В задачах 4,5 рассмотрено применение этой формулы.

Расчетно-графические задания

Задача №1

Вычислить двойной интеграл по указанной области 
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Таблица №1
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Образец решения задачи №1

Проведем вычисления для следующего интеграла
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Применим формулу повторного интегрирования: внутренний интеграл по переменной 
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, внешний по 
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Задача №2

Вычислить объём, указанной области 
[image: image71.wmf]W

 с помощью двойного интеграла переходя к полярным координатам.

Таблица №2

	1
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Образец решения задачи №2

Найдём объём области 
[image: image102.wmf]W

, которая задаётся следующей системой неравенств:
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Введём полярные координаты 
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Требуется вычислить двойной интеграл по проекции 
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 на плоскость 
[image: image107.wmf]OXY

, переходом к полярным координатам.
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Задача №3

Вычислить массу тела 
[image: image109.wmf]W

 с заданной плотностью 
[image: image110.wmf]r

 с помощью тройного интеграла. 
Таблица №3
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Образец решения задачи №3

Найдём массу тела 
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Согласно физическому смыслу тройного интеграла масса тела 
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Задача №4

Вычислить криволинейный интеграл для заданного векторного поля 
[image: image146.wmf]A

r

 вдоль замкнутой ломаной с вершинами 
[image: image147.wmf]3
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P
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. Вычислить этот же интеграл с помощью формулы Грина.

Таблица №4
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Образец решения задачи №4

Пусть векторное поле 
[image: image178.wmf]A
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 заданно в виде
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Замкнутая ломаная задана своими вершинами
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Прежде всего, напомним формулу Грина
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Последний интеграл по геометрическому смыслу двойного интеграла численно равен площади треугольника с вершинами 
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Таким образом 
[image: image185.wmf]òò

D

-

=

-

3

2

1

12

2

P

P

P

dxdy

.

Для вычисления криволинейного интеграла произведём параметризацию отрезков 
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Далее используя аддитивность криволинейного интеграла, получаем:
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Складывая полученные значения находим:
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Задача №5

Вычислить криволинейный интеграл по кривой 
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 от заданного векторного поля 
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Образец решения задачи №5

Пусть векторное поле 
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 имеет вид:
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Вычислим криволинейный интеграл вдоль кривой 
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В таком случае криволинейный интеграл по 
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 сведётся к определенному интегралу
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Глава II.
Функции комплексного переменного

1. Комплексными числами называются числа вида 
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 – мнимая единица, удовлетворяющая условию 
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2. Комплексное число 
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. Основные алгебраические операции над комплексными числами определяются по следующим формулам.
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3. При вычислении модуля и аргумента комплексного числа полезно использовать их основные свойства:
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При использовании формул для аргумента нужно иметь ввиду, что левые и правые части обеих формул могут отличаться на кратное 
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4. Рассмотрим две функции двух переменных 
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Предположим, что эти функции непрерывно дифференцируемы в некоторой области 
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 имели функциональную зависимость необходимо и достаточно, чтобы их якобиан равнялся нулю тождественно:
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Последнее тождество равносильно так называемым условиям Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана позволяют записать функциональную зависимость
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Но значение условий Коши-Римана не только в этом. Оказывается, при их выполнении всегда существует предел
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Этот предел называется производной функцией от функции комплексного переменного 
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. Функции, удовлетворяющие условиям Коши-Римана в некоторой области 
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 комплексного переменного 
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, называются аналитическим или регулярными.

5. Аналитические функции обладают рядом замечательных свойств.

Теорема Коши: Если 
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Формула Коши: Если 
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Аналитическая функция может быть представлена рядом Тейлора абсолютно сходящимся внутри круга радиуса 
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 целиком лежащего в области регулярности 
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В последней формуле радиус круга 
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 может быть расширен до ближайшей особой точки 
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6. Точка 
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Если функция имеет полюс в точке 
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, то в окрестности этой точки она может быть представлена рядом Лорана:
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Число 
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7. Пусть внутри области 
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 функция 
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Обход 
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 осуществляется против часовой стрелки.
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 состоит из отрезка действительной оси 
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Задача №6

Вычислить все значения величины 
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Образец решения задачи №6

Найдём все значения выражения 
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Кроме того, очевидно, что
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Таким образом, получаем
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Задача №7

Найти модуль и аргумент производной от заданной функции 
[image: image372.wmf])

(

z

f

.
Таблица №7
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Образец решения задачи №7

Пусть 
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Разложим на линейные множители знаменатель этой дроби. Для этого найдём корни уравнения:
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Таким образом, получаем:
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Находим модуль 
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Для определения 
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Следовательно, аргумент производной 
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Задача №8

Вычислить несобственный интеграл.
Таблица№8
	1
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Образец решения задачи №8

Найдём значение несобственного интеграла 
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Первые два интеграла обратятся в ноль, поскольку подынтегральные функции нечётны. Поэтому достаточно найти значение интеграла 
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В последнем интеграле контур 
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По теореме о вычетах искомый интеграл равен
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