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Общие указания

Предлагаемая работа содержит контрольные задания по программе второго курса высшей математики для студентов всех специальностей. Каждое задание содержит образец решения.

Выполнение студентами контрольных заданий является одним из этапов изучения учебной дисциплины и подготовки к экзамену. Каждое контрольное задание выполняется на отдельном листе формата А4. Все задания брошюруются и предъявляются преподавателю для защиты.

К экзамену допускаются лишь те студенты, у которых зачтены все контрольные задания, запланированные в данном семестре.

Каждый студент выполняет контрольные задания в соответствии со своим вариантом.

Глава I.
Интегрирование функций многих переменных

При вычислении 
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-кратных интегралов используют повторное вычисление обычных однократных интегралов по каждой из 
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 переменных. Поясним эту идею на примере двойных интегралов. Пусть область 
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. Такая область называется простой. Любая область 
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 может быть представлена как объединение простых областей 
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Если 
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 – непрерывная в области 
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 функция двух переменных, тогда двойной интеграл от этой функции по области 
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 вычисляется повторным интегрированием следующим образом:
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Иногда вычисление кратных интегралов удаётся упростить, если ввести новые переменные. Поясним сказанное на примере трёх переменных
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 – новые координаты точки 
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. Взаимную однозначность этого преобразования обеспечивает условие
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Этот определитель называется якобианом преобразования 
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. Формула замены переменных для тройного интеграла имеет вид:
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В задаче 2 рассмотрено применение полярных координат для вычисления двойного интеграла. Пусть 
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 – граница области 
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. Рассмотрим упорядоченную пару функций 
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 (векторное поле). Если 
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 имеют непрерывные частные производные в области 
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В задачах 4,5 рассмотрено применение этой формулы.

Задача №1

Вычислить двойной интеграл по указанной области 
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Таблица №1
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Образец решения задачи №1

Проведем вычисления для следующего интеграла
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Применим формулу повторного интегрирования: внутренний интеграл по переменной 
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, внешний по 
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Задача №2

Вычислить объём, указанной области 
[image: image71.wmf]W

 с помощью двойного интеграла переходя к полярным координатам.

Таблица №2

	1
	
[image: image72.wmf]2

2

2

2

0

;

4

1

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

+

£

£

£

+

£

³

³

W


	16
	
[image: image73.wmf]2

2

2

2

5

2

0

;

16

9

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

+

£

£

£

+

£

³

³

W



	2
	
[image: image74.wmf]2

2

2

2

3

2

0

25

4

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

-

£

£

£

+

£

£

³

W


	17
	
[image: image75.wmf]2

2

2

2

0

;

9

1

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

-

£

£

£

+

£

£

³

W



	3
	
[image: image76.wmf]2

2

2

2

2

0

;

25

9

0

;

0

:

y

x

x

y

z

y

x

y

x

+

-

£

£

£

+

£

³

£

W


	18
	
[image: image77.wmf]2

2

2

2

5

2

0

;

16

4

;

0

;

0

:

y

x

x

y

z

y

x

y

x

+

-

£

£

£

+

£

³

£

W



	4
	
[image: image78.wmf]2

2

2

2

3

0

16

1

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

+

£

£

£

+

£

³

³

W


	19
	
[image: image79.wmf]2

2

2

2

3

2

0

;

4

1

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

-

-

£

£

£

+

£

£

£

W



	5
	
[image: image80.wmf]2

2

2

2

0

;

9

4

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

+

-

£

£

£

+

£

£

£

W


	20
	
[image: image81.wmf]2

2

2

2

5

0

25

9

;

0

;

0

:

y

x

x

y

z

y

x

y

x

+

-

£

£

£

+

£

³

£

W



	6
	
[image: image82.wmf]2

2

2

2

3

0

2

1

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

-

£

£

£

+

£

£

³

W


	21
	
[image: image83.wmf]2

2

2

2

0

4

1

;

0

;

0

:

y

x

x

y

z

y

x

y

x

+

+

£

£

£

+

£

³

³

W



	7
	
[image: image84.wmf]2

2

2

2

3

2

0

4

1

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

+

-

£

£

£

+

£

£

£

W


	22
	
[image: image85.wmf]2

2

2

2

2

3

0

5

2

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

+

£

£

£

+

£

³

³

W



	8
	
[image: image86.wmf]2

2

2

2

4

0

9

4

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

-

£

£

£

+

£

£

³

W


	23
	
[image: image87.wmf]2

2

2

2

5

2

0

;

16

4

;

0

;

0

:

y

x

x

y

z

y

x

y

x

+

-

£

£

£

+

£

³

£

W



	9
	
[image: image88.wmf]2

2

2

2

3

5

0

2

1

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

+

£

£

£

+

£

³

³

W



	24
	
[image: image89.wmf]2

2

2

2

3

0

;

4

1

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

+

-

£

£

£

+

£

£

£

W



	10
	
[image: image90.wmf]2

2

2

2

3

2

0

25

4

;

0

;

0

:

y

x

x

y

z

y

x

y

x

+

-

£

£

£

+

£

³

£

W


	25
	
[image: image91.wmf]2

2

2

2

2

3

0

16

1

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

-

£

£

£

+

£

£

³

W



	11
	
[image: image92.wmf]2

2

2

2

2

0

;

9

1

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

+

£

£

£

+

£

³

³

W


	26
	
[image: image93.wmf]2

2

2

2

13

0

;

5

3

;

0

;

0

:

y

x

x

y

z

y

x

y

x

+

-

£

£

£

+

£

³

£

W



	12
	
[image: image94.wmf]2

2

2

2

2

3

0

;

25

9

;

0

;

0

:

y

x

x

y

z

y

x

y

x

+

-

£

£

£

+

£

³

£

W


	27
	
[image: image95.wmf]2

2

2

2

0

;

6

3

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

+

-

£

£

£

+

£

£

£

W



	13
	
[image: image96.wmf]2

2

2

2

4

5

0

;

4

2

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

+

-

£

£

£

+

£

£

£

W


	28
	
[image: image97.wmf]2

2

2

2

2

3

0

;

4

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

-

£

£

£

+

£

³

W



	14
	
[image: image98.wmf]2

2

2

2

7

3

0

;

2

1

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

-

£

£

£

+

£

£

³

W


	29
	
[image: image99.wmf]2

2

2

2

3

2

0

;

7

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

+

£

£

£

+

³

³

W



	15
	
[image: image100.wmf]2

2

2

2

13

11

0

;

3

2

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

+

£

£

£

+

£

³

³

W


	30
	
[image: image101.wmf]2

2

2

2

17

13

0

;

10

;

0

;

0

:

y

x

y

x

z

y

x

y

x

+

+

-

£

£

£

+

£

£

W




Образец решения задачи №2

Найдём объём области 
[image: image102.wmf]W

, которая задаётся следующей системой неравенств:
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Введём полярные координаты 
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Требуется вычислить двойной интеграл по проекции 
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 на плоскость 
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, переходом к полярным координатам.
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Задача №3

Вычислить массу тела 
[image: image109.wmf]W

 с заданной плотностью 
[image: image110.wmf]r

 с помощью тройного интеграла. 
Таблица №3
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Образец решения задачи №3

Найдём массу тела 
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Согласно физическому смыслу тройного интеграла масса тела 
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Задача №4

Вычислить криволинейный интеграл для заданного векторного поля 
[image: image146.wmf]A

r

 вдоль замкнутой ломаной с вершинами 
[image: image147.wmf]3
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P
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. Вычислить этот же интеграл с помощью формулы Грина.

Таблица №4
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Образец решения задачи №4

Пусть векторное поле 
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 заданно в виде
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Замкнутая ломаная задана своими вершинами
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Прежде всего, напомним формулу Грина
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Последний интеграл по геометрическому смыслу двойного интеграла численно равен площади треугольника с вершинами 
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Таким образом 
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Для вычисления криволинейного интеграла произведём параметризацию отрезков 
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Далее используя адитивность криволинейного интеграла, получаем:
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Складывая полученные значения находим:
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Задача №5

Вычислить криволинейный интеграл по кривой 
[image: image193.wmf]Г

 от точки 
[image: image194.wmf]M

 до
[image: image195.wmf]N

 от заданного векторного поля 
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Образец решения задачи №5

Пусть векторное поле 
[image: image228.wmf]A

r

 имеет вид:
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Вычислим криволинейный интеграл вдоль кривой 
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В таком случае криволинейный интеграл по 
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 сведётся к определенному интегралу
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Глава II.
Функции комплексного переменного

1. Комплексными числами называются числа вида 
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2. Комплексное число 
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. Основные алгебраические операции над комплексными числами определяются по следующим формулам.
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3. При вычислении модуля и аргумента комплексного числа полезно использовать их основные свойства:
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При использовании формул для аргумента нужно иметь ввиду, что левые и правые части обеих формул могут отличаться на кратное 
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4. Рассмотрим две функции двух переменных 
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Предположим, что эти функции непрерывно дифференцируемы в некоторой области 
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Последнее тождество равносильно так называемым условиям Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана позволяют записать функциональную зависимость
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Но значение условий Коши-Римана не только в этом. Оказывается, при их выполнении всегда существует предел
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Этот предел называется производной функцией от функции комплексного переменного 
[image: image282.wmf])

(

z

f

. Функции, удовлетворяющие условиям Коши-Римана в некоторой области 
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 комплексного переменного 
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, называются аналитическим или регулярными.

5. Аналитические функции обладают рядом замечательных свойств.

Теорема Коши: Если 
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Формула Коши: Если 
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Аналитическая функция может быть представлена рядом Тейлора абсолютно сходящимся внутри круга радиуса 
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 целиком лежащего в области регулярности 
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В последней формуле радиус круга 
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 может быть расширен до ближайшей особой точки 
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6. Точка 
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Число 
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7. Пусть внутри области 
[image: image310.wmf]D
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Обход 
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 осуществляется против часовой стрелки.
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 состоит из отрезка действительной оси 
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Задача №6
Вычислить все значения величины 
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Образец решения задачи №6

Найдём все значения выражения 
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Кроме того, очевидно, что
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Таким образом, получаем
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Задача №7

Найти модуль и аргумент производной от заданной функции 
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Таблица№7
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Пусть 
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Разложим на линейные множители знаменатель этой дроби. Для этого найдём корни уравнения:
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Таким образом, получаем:
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Следовательно, аргумент производной 
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Задача №8

Вычислить несобственный интеграл.
Таблица№8
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Образец решения задачи №8

Найдём значение несобственного интеграла 
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Первые два интеграла обратятся в ноль, поскольку подынтегральные функции нечётны. Поэтому достаточно найти значение интеграла 
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По теореме о вычетах искомый интеграл равен
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Глава III.
Обыкновенные дифференциальные уравнения

1. Обыкновенными дифференциальными уравнениями первого порядка называются следующие уравнения
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Решением уравнения (1) называется дифференцируемая функция 
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Основной задачей для уравнения (1) является задача Коши. В этой задаче требуется найти решение 
[image: image466.wmf])

(

x

y

j

=
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Пусть 
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 являются непрерывными функциями. Тогда через каждую точку этой области проходит единственная интегральная кривая уравнения (1) (теорема существования и единственности решения задачи Коши).

В задачах 9,10,11 представлены основные типы уравнения первого порядка: уравнения с разделяющимися переменными (задача 9), однородные (задача 10), линейные (задача 11).

2. Обыкновенными дифференциальными уравнениями второго порядка называются уравнения вида 
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где в правой части стоит известная функция трёх переменных.
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В задачах 12,13 рассмотрены линейные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами.

Такие уравнения имеют вид
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Структура решения зависит от корней характеристического уравнения
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В этом случае


[image: image494.wmf])

sin

cos

(

2

1

1

x

C

x

C

e

y

x

w

w

d

+

=

, где 


[image: image495.wmf]a

D

a

b

2

,

2

=

-

=

w

d

.

Во всех трёх случаях 
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Для решения линейных уравнений с постоянными коэффициентами, а также их систем часто используется преобразование Лапласа. Преобразованием Лапласа функции 
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Преобразование Лапласа производной от функции 
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Если известна функция 
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Задача №9

Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными.

Таблица№9
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Образец решения задачи №9

Найдём общее решение дифференциального уравнения:


[image: image540.wmf]0

)

1

(

ln

2

=

+

+

dy

x

ydx

y


Прежде всего, разделим переменные
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После интегрирования находим общий интеграл.
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Непосредственно убеждаемся, что 
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 является решением нашего уравнения. Это особое решение, оно не входит в состав общего решения ни при каком значении постоянной 
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Задача№10

Найти общий интеграл однородного дифференциального уравнения.

Таблица №10
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Образец решения задачи №10

Найдём общий интеграл однородного уравнения:
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Сделаем замену 
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Это уравнение с разделяющимися переменными.
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После интегрирования получаем:
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Вычислим интеграл, входящий в последнюю формулу:
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Таким образом, получаем общее решение
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Возвращаемся к старой переменной 
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 и окончательно находим общий интеграл исходного уравнения:


[image: image584.wmf]C

x

y

x

y

x

=

-

+

×

)

/

sin(

1

)

/

sin(

1

.

Если 
[image: image585.wmf]1

)

/

sin(

=

x

y

, т.е. 
[image: image586.wmf]x

n

y

)

2

2

/

(

p

p

+

=

, то подстановкой в исходное уравнение убеждаемся, что эти функции являются решением. Итак, данное уравнение имеет бесконечно много особых решений.
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Задача №11

Решить задачу Коши для линейного уравнения 1-го порядка.

Таблица №11
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Образец решения задачи №11

Найдём решение задачи Коши:
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Решение линейных уравнений проводят в два этапа. Сначала находят общее решение однородного уравнения
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Это уравнение – с разделяющимися переменными. Разделяя переменные и интегрируя находим:


[image: image620.wmf]2

+

-

=

x

dx

y

dy

,


[image: image621.wmf]C

x

y

ln

2

ln

ln

=

+

+

,


[image: image622.wmf]2

+

=

x

C

y

.

На втором этапе ищут частное решение неоднородного уравнения. Для этой цели служит метод вариации постоянной 
[image: image623.wmf]C

.

Сущность метода состоит в следующем. Будем искать частное решение в виде:
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 – неизвестная функция.

Осуществляя постановку предполагаемого решения в исходное уравнения находим:


[image: image626.wmf]1

2

)

2

(

)

2

(

2

2

2

2

+

+

=

+

+

+

-

+

¢

x

e

x

C

x

C

x

C

x

,


[image: image627.wmf])

2

)(

1

2

(

)

2

(

2

+

+

+

+

=

¢

x

x

x

e

C

x

,


[image: image628.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

×

+

-

+

+

+

+

-

+

=

+

+

+

+

=

ò

ò

3

1

3

4

2

)

2

(

2

3

2

2

6

)

2

(

)

1

2

(

2

)

2

(

4

)

2

(

2

)

2

)(

1

2

(

)

2

(

)

(

2

2

3

2

2

2

2

x

x

x

e

x

x

x

e

x

e

dx

x

x

dx

x

e

x

C

x

x

x

x

.

Таким образом, частное решение исходного уравнения найдено:
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Общее решение линейного уравнения есть сумма общего решения однородного уравнения и частного решения неоднородного, т.е.
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Из начального условия 
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 определяем постоянную 
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Решение задачи Коши найдено:
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Задача №12

Решить задачу Коши для линейного уравнения второго порядка.

Таблица № 12

	1
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Образец решения задачи №12

Найдём решение задачи Коши:
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Характеристическое уравнение имеет вид:
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В этом случае общее решение однородного уравнения 
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Для нахождения частного решения неоднородного уравнения применим метод вариации произвольных постоянных. Напишем систему уравнений, для неизвестных функций 
[image: image669.wmf])

(

),

(

2

1

х

C

х

C

¢

¢

:


[image: image670.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

=

×

¢

+

-

×

¢

=

¢

+

¢

)

2

cos

1

(

2

3

cos

3

3

sin

)

3

(

0

3

sin

3

cos

2

1

2

1

x

x

x

C

x

C

x

C

x

C

.

Вычисления показывают, что
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После интегрирования определяем функции 
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Таким образом, общее решение исходного уравнения найдено:
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Определяем постоянные 
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Окончательно, решение задачи Коши имеет вид:
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Задача №13

Построить решение задачи Коши в виде степенного ряда. Найти радиус сходимости ряда.

Таблица №13
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Образец решения задачи №13

Решим следующую задачу Коши:
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Будем искать решение этой задачи в виде степенного ряда
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Остальные коэффициенты ряда определим после подстановки предполагаемого решения в уравнение. Вычисления дают:
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Складывая написанные три равенства, получаем результат подстановки ряда в исходное уравнение.
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В силу начальных условий 
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 Для определения неизвестных 
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 получаем систему уравнений
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Последовательно находим
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Четные коэффициенты 
[image: image727.wmf]n
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 определяются из последнего уравнения
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Для нахождения радиуса сходимости ряда можно использовать формулу
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Задача №14
Решить задачу Коши с помощью преобразования Лапласа.
Таблица №14
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Образец решения задачи №14
Решим с помощью преобразования Лапласа задачу Коши:
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Прежде всего, напишем линейную систему для образов:
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Запишем эту систему в стандартном виде:
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Решаем систему по формулам Крамера:
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Функции 
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Искомое решение получаем по формулам обращения:


[image: image768.wmf]ò

¥

+

¥

-

=

i

a

i

a

zt

dz

e

z

X

i

t

x

)

(

2

1

)

(

p

,


[image: image769.wmf]ò
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Написанные интегралы без труда вычисляются с помощью теоремы о вычетах. Проведём соответствующие вычисления:
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